Новые подходы к доказательству гипотезы Коллатца
Приходовский М.А., ТУСУР, Томск 

Одной из открытых проблем теории чесел является проблема сходимости сиракузских последовательностей. В 2011 было сообщено, что Герхард Опфер доказал гипотезу Коллатца, однако впоследствии была обнаружена ошибка, в результате проблема до сих пор находится в категории открытых. Проводится вычислительный эксперимент «Collatz Conjecture» по проверке гипотезы Коллатца на больших числах. В данной работе автором предлагается выйти за пределы теоретико-числового подхода в область теории вероятностей. Пусть существуют числа, для которых сиракузская последовательность (СП) не сходится к 1. Начнём с классического предположения индукции. Пусть для всех чисел до n-1 включительно СП сходится, n - наименьшее из натуральных чисел, для которого Сп не сходится. Тогда верно следующее: 
1) Число n не может быть чётным, так как в этом случае при первом же шаге получим 0,5n<n, а для всех меньших n, последовательность сходится, тогда для n она тоже сходится. Итак, n нечётно. 
В этом случае число 
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 является наименьшим из чётных чисел, для которых  СП не сходится. Действительно, если взять любое меньшее чем 
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  чётное число, то оно сразу же делится на 2 и получается число, меньшее n, а для таких чисел СП сходится, т.к. n наименьшее, для которого она не сходится. Следовательно, 
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,... также обладают расходящейся СП, так как n находится среди последующих элементов для каждого из них. 

2) Число 
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 не делится на 3, иначе n можно представить в виде 
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, где  
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, тогда n является элементом некоторой сходящейся СП, и не может быть наименьшим числом с бесконечной СП. Тогда и 
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 тоже не делится на 3. Число  
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 также не делится на 3, иначе 
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 можно было бы представить в виде 
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, то есть 
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 являлось бы последующим для какого-то числа, меньшего n, но тогда 
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 принадлежало бы какой-то сходящейся СП. Итак, из трёх чисел: 
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 первые два не делятся на 3, тогда  
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 . Но в этом случае также и 
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 верно 
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. Итак, наименьшим  числом, для которого СП не сходится, должно быть нечётное число кратное 3, 
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. Числа вида 3+6k переходят в 10+18k, затем 5+9k, при нечётном k это чётное число, за ним следует 2,5+4,5k < 3+6k. Итак, при нечётном k число 3+6k не может быть наименьшим из чисел, обладающих расходящейся СП. Таким образом, k чётно, n должно иметь вид 3+12k. Это обстоятельство существенно упростило бы вычислительный эксперимент «Collatz Conjecture» т.к. можно проверять лишь каждое 12-е число: для следующих 11 чисел после 
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 СП гарантированно сходится. 
Вообще, СП может не сходиться в 2 случаях: если она циклична и если неограниченно возрастает. 
1) Почему не может быть зацикливания. Если последовательность циклична, то после определённого количества возрастаний, она будет уменьшаться снова до n. Но тогда предшественником 
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 является 
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, для него в свою очередь 
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 и т.д. Если с какого-то шага начинается убывание, то это значит, что некоторый 
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 получен в виде 
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, тогда 
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 делится на 3. Однако выше доказано 
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, тогда никакое 
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 не кратно 3. Таким образом, если n наименьшее число, для которого СП не сходится, то никакое  
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 не может быть получено из меньшего как элемент СП, т.е. начиная от n, никогда снова не попадём в n. Итак, зацикленной от n до n СП быть не может. 
2) Почему СП не может неограниченно возрастать. Рассмотрим главную подпоследовательность, которую Опфер [2] также называл «модифицированной последовательностью». Упустим чётный элемент, который гарантированно получается после перехода 3k+1, и сразу перейдём к 0,5*(3k+1), т.е. в случае нечётного k прибавляем половину следующего чётного: k+0,5*(k+1). Главная подпоследовательность сходится 
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 СП сходится. Введём понятие «ранг нечётного продолжения» - количество нечётных элементов, следующих за данным нечётным. Доказано, что РНП не может быть бесконечным, т.е. строгое монотонное возрастание невозможно. Доказано, что наименьшее число, для которого РНП равен m, есть  
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, а все такие числа  
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.  Для главной подпоследовательности, вероятность перехода к  чётному (нечётному) на следующем шаге 1/2 независимо от чётности предыдущего числа. При этом, при переходе от чётного, число умножается на 1/2, а от нечётного на 3/2. Даже если сначала доля нечётных больше, то при увеличении длины СП, отношение количества чётных и нечётных стремится к 1. Коэффициент при n после того, как в последовательности было 
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 нечётных и 
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 чётных, есть 
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, при 
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 было бы 
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. В то же время, 
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. При значительном увеличении  длины СП, начинающейся от числа n, количество чётных и нечётных уравнивается, именно это и ведёт к уменьшению величины последующих элементов. В результате n умножается на коэффициент 
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, тогда
[image: image45.wmf]в последовательности появится m<n, а для него СП уже является конечной. При 
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 0,58496 будет 
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. Так как с ростом длины последовательности 
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, существует такой элемент, после которого 
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 превысит величину 
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, то следующий элемент включает в себя n, умноженное на  
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. Таким образом, для элемента n рано или поздно какой-либо из следующих станет меньше n, а для всех меньших чем n, длина СП конечна (n является наименьшим числом с расходящейся СП). Но тогда и для n длина СП является конечной. Для достижения элемента, меньшего n, достаточно, чтобы количество чётных элементов в главной подпоследовательности превысило 58,496% от количества нечётных. За этим гарантированно следует и сходимость СП для n. Таким образом, не существует такого наименьшего натурального числа n, для которого сиракузская последовательность была бы расходящейся.
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